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　　摘要:非线性演化方程 ,特别是广义 KDV方程因其丰富的数学物理内含而备受人们关注 , 其精确解的

研究在理论和应用上都有重要的意义.求出了广义 KDV 方程的显示精确解 , 同时给出了解成立的条件 , 其

求解方法也适用于求解其它非线性演化方程.
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0　引言

最近几十年 ,在物理学 、流体动力学 、生物 、化

学等许多研究领域中发现大量非线性现象 ,这些现

象均可用非线性演化方程的数学模型加以描述 ,方

程及其精确解的研究受到广泛重视和深入研究
[ 1]
,

其解的多样性反映出物质世界各种形式的时空结

构.但囿于数学上的复杂性 , 求非线性演化方程

的显示精确解极度困难 .若是求其行波解 , 则

可将非线性偏微分方程化为非线性常微分方程 ,

从而设法求出非线性演化方程精确行波解.

考虑如下形式的广义 KDV方程

ut +βu
α
ux +γu

τ
uxxx =0 , (1)

其中 , α、β 、γ和τ均为实数.

当τ=0 , α=1时 ,方程(1)还原为经典的KDV

方程

ut +βux +γuxxx =0; (2)

当 τ=0 , α=2时 ,方程(1)还原为MKDV方程 ,可

作为一维非线性晶格传播波的模型

u t +βu
2
ux +γuxxx =0; (3)

当 τ=0 , α=3时 ,用来描述在不同电荷和温度下

等离子体中的离子-声子波;当 τ=0 , α=1/2 , β =

1时 , H.Schamel[ 2]用来描述冷等离子体中的离子-

声子波.

文[ 3]对许多类型的KDV方程的精确解作了总

结 ,目前尚未见到对广义KDV方程的讨论.本文采用

直接综合假设方法求出方程(1)的显示精确解.

1　广义 KDV 方程的显示行波解

考虑非线性演化方程(1)的显示行波解 ,可令

u =u(ξ), ξ= x-ct ,其中 c为波速 , 代入方程(1)

得非线性常微方程

-cuξ+βu
α
uξ+γu

τ
uξξξ=0. (4)

　　通过下面 3种综合假设 ,可求出(1)的行波解.

(1)设方程(1)的解满足

u′=-vbu 1-(u
a
)

2/ v
, (5)

通过积分得

u(ξ)=asech
v
(bξ+c0), (6)

这里 a , b , v 为实数(大小待定).微分后得

u″=v
2
b

2
u[ 1-(1+1/v)(u/a)

2/ v
] =

-
vb

1-(u/ a)
2/v
[ 1-(1+1/v)(u/ a)2/ v] u′,

u =v
2
b

2[ 1-
(v +1)(v +2)

v
2 (u/ a)2/ v] u′.

(7)

将以上结果代入方程(4)得

-c +βμ
α
+γμ

τ
v

2
b

2
[ 1 -

(v +1)(v +2)
v

2 (u/ a)2/v] =0 , (8)

α=τ=-2/v ,

β +γv2
b

2 =0 ,

-c -γv
2
b

2

v
2 (v +1)(v +2)a-2/ v =0.

(9)

解之得
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b =±
α2β
4γ
,

a =[
2c

β(α-1)(α-2)
] 1/α.

(10)

　　(2)设方程(1)的解满足

u′= vbu(a/ u)1/ v[ 1-(u/ a)2/v] , (11)

积分后得

u(ξ)=atanhv(bξ+c0), (12)

u′=vb
2
u[(v -1)(u/a)2/ v -2v +

(v +1)(u/ a)2/v] =b(a/ u)1/v ×

[ v -1-(v +1)(u/a)2/v] u′,

u =b
2[(v -1)(v -2)(a/ u)2/ v -

-2v2 +(v +1)(v +2)(u
a
)2/ v] = u′.

(13)

将以上结果代入方程(4)得

-c +βuα+γuτb2[(v -1)(v -2)(
a
u
)2/ v -2v2 +

(v +1)(v +2)(
u
a
)2/v] =0. (14)

上式成立分几种情况讨论:

(i)v =1 , α=τ-2/v 时 ,

-c +γb
2
(v +1)(v +2)a

-2/ v
=0 ,

β -γb2(2v2)=0.
(15)

解之得

a =(c
3β
)-1/2 ,

b =± β/2γ.

(16)

　　(ii)v =2 , α=τ=-2/ v 时 ,

a =3β/2c ,

b =±
β

8γ
.

(17)

　　(iii)τ=0 , α=2/v(v =1 ,或 v =2)时 ,

-c -2v
2
γb

2
=0 ,

β +γb2(v +1)(v +2)a-2/v =0 ,

-c -2v2γb2 =0 ,

β =γb2(v +1)(v +2)a-2/ v =0.

(18)

解之得

a =(-
3c
β
)1/2或 -

3c
2β
,

b =±
-c
2γ
或 ±

-c
8γ
.

(19)

　　(3)设方程(1)的解满足

u′=-vbu 1 +(u/ a)2/ v , (20)

积分后得

u(ξ)=acosechv(bξ+c0). (21)

微分后得

u″= v 2b2u[ 1 +
v+1
v
(u/ a)2/ v] =

-
vb

1+(u/ a)2/ v
[ 1+(v+1)(u/ a)2/ v/ v] u′,

u = v2b2[ 1+(v +1)(v +2)(
u
a
)2/ v/ v2] u′.

(22)

将以上结果代入方程(5)得

-c +βuα+γuτv2
b

2 ×

[ 1 +(v +1)(v +2)(
u
a
)2/ v/v2] =0.(23)

上式成立分几种情况讨论:

(i)α=τ=-2/v 时 ,

-c +γb2
v

2(v +1)(v +2)a-2/ v/v 2 =0 ,

β +γb2
v

2 =0.
(24)

解之得

a =[
-2c

(α-1)(α-2)β
] 1/ α,

b =±
α
2

-β/ γ.
(25)

　　(ii)τ=0 , α=2/v 时 ,

-c +2v2γb2 =0 ,

β +γb2(v +1)(v +2)a-2/ v =0.
(26)

解之得

a =[
-2β

c(α+1)(α+2)
] -1/ α,

b =±
α
2

c
γ. (27)

　　(4)设方程(1)的解满足

u =vbu (a/u)1/v -1 , (28)

积分微分后得

u(ξ)=asinv(bξ+c0),

u″=-v2
b

2
u[ 1-(1-

1
v
)(a/ u)2/ v] =

-
vb

(a/u)2/v -1
[ 1-(1-1/v)(a/ u)

2/ v
] u′,

u =-v
2
b

2[ 1-(v -1)(v -2)(
a
u
)2/ v/v2] u′.

(29)

将以上结果代入方程(4)得

-c +βu
α
+γu

τ
v

2
b

2
×

[ 1 -(v -1)(v -2)(
a
u
)2/ v/v2] =0.(30)

340　　 四川师范大学学报(自然科学版) 24卷



上式成立须满足

α=τ=2/v ,

-c +γb2
v

2(v -1)(v -2)a2/ v =0 ,

β -γb
2
v

2
=0.

(31)

解之得

a =[
2c

(α-1)(α-2)β
] 1/α,

b =±α
2

β/γ,

(α≠1 , α≠2).

(32)

2　结论

通过直接应用综合假设方法求出了广义 KDV

方程的显示行波精确解.这些解反映了各种形式的

波结构 ,不但包含已有文献的一些特殊结果 ,还得

到一些新的特解 ,并给出了解的条件 ,其求解分析

方法可推广应用到其它非线性演化方程.

参考文献
[ 1] 刘式达 ,刘式适.非线性演化方程的显示行波解[ J] .数学的实践与认识 , 1998 , 28:40.

[ 2] Schamel H.Plasma Phys , 1973 , 9:377.

[ 3] Korsunsky S.Nonlinear Waves in Dispersive and Dissipative Systems with Coupled Fields[ M] .Berlin , New York and Tokyo:Springer ,

1997.

The Exact Traveling Wave Solutions for Generalized KDV Equations

SUN Yu-huai
(Department of Mathemat ics , Sichuan Normal University , Chengdu 610066 , Sichuan)

Abstract:Nonlinear evolution equations especially generalized KDV equations have been studied intensively , because they contain abun-

dant mathematic physics meaning.Study of their exact solutions is very important for both theory and applications.A series of traveling(or

solitary)solutions of the KDV equations are studied in this paper and the conditions for the solutions aslo are investigated.Method used to solve

the solutions can been used to analyse other nonlinear evolution equations.

Key words:Nonlinear evolution equation;Traveling wave;Exact solution;Solitary

2000 MSC:35Q53;34A05

(编辑　李德华)

341第 4期 孙峪怀:广义KDV 方程的显示行波解 　　


